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1．はじめに

　ファイナンスでは将来のリスクをボラティリティまたは分散として推定し，

予測することが重要である1）。たとえば，Black　and　Scholes（1973）のオプ

ション・プライシングを使う場合，本源的証券の将来n期間の収益率のボ

ラティリティあるいは分散，言い換えれば，現在の情報の下で得られる将来

の収益率の条件付分散（c・nditi・nal　varianceあるいはheter・skedastic　variance）を
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得る必要がある2）。しかしながらボラティリティあるいは分散は過去の収

益率データから得られる標本標準偏差あるいは標本分散（historical　variance）

を使って計算される場合が多い。

　Akgiray（1989）は1変量GARCH（p，　q）モデル3）での資産のn期間収益率

の条件付分散の予測を行っているが，中川（1993）は彼のp＝q＝1以上の次

数をもつGARCHモデルでの収益率の条件付分散の予測の間違いを指摘す

るとともに，1変量AR（1）－GARCH（1，1）モデルでの資産のn期間収益率

の条件付分散の計測を行った。中川（1993）のモデルでは，日経先物の始

値と終値データを使って導出する日中収益率と夜間収益率が交互に現れる

1本の時系列を作り，互いの収益率と分散がその直前のもう一方の収益

率と分散から影響を受ける設定であった4）。しかしながら，この1変量

AR（1）－GARCH（1，1）モデルではTOPIX先物等の他の資産市場からの影響

が全く考慮に入れられないものであった。そこで，この研究ノートではも

う一つの市場からの影響を考慮する2変量VAR（1）－GARCH（1，1）モデル5）

を設定して，将来n時点と将来n期間の期待収益率とそれら将来の収益率

にともなうリスクを求めることを目的とする6）。ここで考える市場は，たと

えば同一取引所での2種類の資産（たとえば，日経225と日経300とTOPIXの

うちの2種類の先物），2取引所での2資産（たとえば，東京証券取引所〔TSE〕

とシンガポール〔SIMEX〕とシカゴ〔CBOE〕のうちの2取引所での同限月の日経

225先物，東京外為市場とニューヨーク市場での円／ドル為替レート）などの始値と

終値から計算される日中収益率と夜間収益率を考えることができる。この

ように考える場合，時点tを第t日，n期間をn日間と解釈できる。

　次節では2変量VAR（1）－GARCH（1，1）モデルの設定と収益率時系列作成

上の注意点を述べておく。第3節では，将来の任意の時点と現在から将来

の任意の時点までの収益率と期待収益率を導出する。最後の節では，第3

節で求めた収益率の条件付分散を導出する。ここで，収益率の条件付分散

とは現在までの情報に基づく将来の分散をいう。
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〔研究・一・〕嬬綴鴎騨鼎元鳥iiよる（中川）

2．2変量VAR（1）－GARCH（1，1）モデル

　まず同一取引所での2種類の資産あるいは2取引所での同一資産を仮定

する。時点tでの第i資産（iニ1，　2）の対数相対価格（1・g－relative　prices）は

次式のように定義されるものとする。以下では対数相対価格を収益率とよ

ぶことにする。

％，tニln（Pi，，t／Pi3＿i，t＋ノ＿2）　　for　　i，元二1，2． （1）

ここで，Plj．，は時点tでの第i資産の第ゴファクターの価格を表し，　rii，　tは

時点tでの第ゴ資産の第∫ファクターの収益率を表すものとする。たとえ

ば，時点tをカレンダー時間を表す第t日と考え，PiL，を第t日の第i資産

の始値とし，Pi2．，を第t日の第i資産の終値とすると，第1ファクターの

収益率ril，，は第t日の第i資産の夜間収益率となり，第2ファクターの収益

率勉∫は第t日の第i資産の日中収益率となる7）。この場合，1資産の任意

の1日の収益率は夜間収益率から始まる夜間・日中収益率の2種類から成

る1本の時系列であり，（1）式は2資産が存在するために2本の時系列を想

定した式である。

　次に（1）式に基づき，同一取引所での2種類の資産あるいは2取引所で

の資産の収益率の相互作用を考慮した2変量VAR（1）－GARCH（1，1）モデル

が次式である8）。（2）式は期待収益率モデル（VARモデル）であり，（3）式が

GARCHモデルである。

ち，ニCi＋A違．，，t＋；．2＋e1，，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2）

ε，L，1Ψ、，，．1～N（0，h・1，，），ε，2．，1Ψ1．，～N（0，h，，，），

E［εi・，tε・ii．，．、1Ψ・司＝E［ε、・，、εi」”t．、　iΨi．t］＝0，

E［εn，・εi2，dΨ2司＝pi1，i2・Jful，，h2，，，　E［εi2，，εi1，，．111U1，，］＝ρ、2，、1砲2山1，副，
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Hi，＝a、＋bfe茎＿，．，＋輌＿2＋9iH3－，．t＋t－2，

rit・

［1：：：］，　Ct－［il：］・　A，・［lll：ll：：］・・［：；：：：｝

H・，・

［：：：］，　・・”［la：］・　・，・［；ll：lil：ll］・　9t・［；；：1；1：］

for　i，∫＝1，2，　s＝1，2，・・

（3）

ここで，

Ψ1，r＝｛εil，t，ei2，t＿1，εi1．t＿1，…｝，　Yf　2，t＝｛εi2，t，εn，t，εi2，t＿1，…｝　for　iニ1，2．　（4）

Cijとai）（i，∫＝1，2）は定数項であり，　aiikとβ，ノkと’Y　ijk（i，∫，　k＝1，2）は回帰係

数を表す。またρil，i2（i＝1，2）は第i資産の第1ファクターの期待収益率モ

デルの誤差項と第i資産の第2ファクターの期待収益率モデルの誤差項の

間の相関係数を表し9），モデルを簡単にするために時間独立型とする。さ

らに，εi」．t（i，jニ1，2）は時点tでの第∫資産の第iファクターの期待収益率

モデルの誤差項を表し，εij，t．1は時点t－1での収益率の残差であり，さらに

その自乗であるεiJ，t－1を時点t－1での収益率のショックを表す。Ψ1．，は時

点tでの第1ファクターの情報集合であり，Ψ2．，は時点tでの第2ファ

クターの情報集合を表す。ここで，E［・［　Vi，t］＝0（i＝1，2）は時点tでの

第iファクターの情報集合IUi．tの下での条件付期待値を表している。さら

に，h－」，，（i，jニ1，2）は情報集合Ψ3一ノ，t．ノ．2の下での時点tの第i資産の第∫フ

ァクターの期待収益率モデルの誤差項の条件付分散E［ε↓x、　1　IU　3＿i，，．ノ．2］であ

り，N（0，ん∂（i，∫＝1，2）は平均がゼロで分散がhy，tである時間依存型正規

分布関数を表す。

　（2）式は第i資産の第2ファクターの収益率（巧2．t）がその直前の2資産の

第1ファクターの収益率（rlLt．1とr21，、．1）から影響を受け，また第i資産の

第1ファクターの収益率（η1のがその直前の2資産の第2ファクターの収
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　　　　　　　　　　　〔研究・一・〕；㌶躍墨捻罪卵罪嘉擶よる（中川）

益率（r12，tとr22．t）から影響を受けるVARモデルである。同様に，（3）式は

期待収益率モデルの誤差項の条件付分散がその直前の2資産の収益率の

ショックと期待収益率モデルの誤差項の条件付分散から影響を受ける

GARCHモデルである。これまでの例に従って，（2）式と（3）式を視覚的に

捕らえるために，（1）式を使った収益率の時系列作成の点から3つのケース

に分けて時間軸を横にとった図にまとめておく。

　2．1開いている2資産市場の時間帯が重なるケース

　まず収益率の時系列作成上，最も簡単なケースである同一取引所内の2

資産の収益率（たとえば，日経225と日経300とTOPIXのうちの2種類の先物）

を選択した場合の，2資産収益率と誤差項の条件付分散の相互作用関係を

図1で示しておく。このケースは同一取引所で，2資産市場の開いている

時間帯が重なる場合のものである。

　　　　　　　　　・第tH…

⊆㌣⊃に砺’ぷ砲’㌦t
第1資産
（i＝1）

第2資産
（輌＝2）　　P、，，t．1　　　カ2、．，．1　　　カ21，撒　　　力、2，t

　　　　＼d、、，，．1人d21，，ノY－一一　d22．tノ

　　　　　　　　　　　図1

ここで，2本の水平軸がそれぞれ第1資産と第2資産の時間軸であり，太

線は市場が開いている時間帯であり，それぞれの時間軸に垂直な4本の

線が観測時点を表している。それらの観測時点で価格Pii，，が観測され，

隣接する2時点の価格から（1）式を使った収益率rii，tが計算される。図中

の4卵はrii，t，輪またはε釦（i，∫＝1，　2）を表し，δijkはaijk，βφまたは
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）・　ijk（i，」，　h＝1，2）の回帰係数を表す。また2種類の資産の時間軸で囲まれ

た中に矢印で示される線は（2）式と（3）式で設定された収益率（伽）あるい

は期待収益率モデルの誤差項の条件付分散（h）・，，）の因果関係を表してい

る。以下の図中の記号も同様に解釈されたい。

　2．2開いている2資産市場の時間帯が重ならないケース

　2資産の収益率（たとえば，東京証券取引所〔TSE〕とシカゴ証券取引所

〔CBOE〕の同限月の日経225先物，東京外為市場とニューヨーク市場での円／ドル為

替レート）を選択した場合の収益率と誤差項の条件付分散の相互作用関係を

図2で示しておく。このケースは開いている2資産市場の時間帯が重なら

ない場合のものである。ここで，終値→終値の表現の中で，最初の太字の

終値が実際に観測された時点であり，2資産市場がともに開いていない時

間帯が存在するかぎり，便宜上1資産市場の終わる時間と他資産市場の始

まる時間が同時であるように設定している。

　　　　　　　　　　　　　　　　第t日
　　　　r　d・2．　・一・　）lr　dii．・　）r　d・2・・、

　　　

　　　

　　　

（i－2）　　　　　　　P、1．t．1　P22．－Fii＞P22，，．1　　　　P、，，　　ρ22．，

　　　　　　　　　　Rd，2，，．1／k　d，，．，ノ

　　　　　　　　　　　　　　　図2

　2．3　開いている2資産市場の時間帯が一部重なるケース

　2資産の収益率（たとえば，東京証券取引所〔TSE〕とシンガポール証券取引所

〔SIMEX〕の同限月の日経225先物）を選択した場合の収益率と誤差項の条件付
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第1資産
（i＝1）

　　　　　　〔研究・一・〕繍融灘療響鷺禦蓄㍑よる（中川）

　　　　　　　　　　　　第t日
rd・2，・一・一一xl’／r　dii、・へr　dl2，・、

時間

（t＝2）P、2，t．、　　　カ、、，，．1　P22，Fi－i＞P、、、，．、　　　　P21，t　P22，　t

kd22，，．1／k　d2，，一一t．A　d22，，ノ

　　　　　　　　　　　　　　図3

分散の相互作用関係の一例を図3で示しておく。2つのケースは収益率の

時系列作成上，観測時点をどのように採るかにより異なってくるものの，

第1資産を主要資産と想定したケースである。ここで留意すべきは第1資

産市場の終わる時点で，第2資産の価格（Pt2i，、）が観測可能でなければなら

ない点である。

3．n期間収益率の条件付期待値

　本節では，現時点までの情報に基づく，任意の資産の任意のファクター

についての将来の任意の時点と現在から将来の任意の時点までの収益率と

期待収益率を導出する。このとき，たとえば日経225先物とTOPIX先物

の2資産を考えた場合，VAR（1）モデルに基づきそれぞれの収益率の相互作

用を考慮して，将来のある日の日経225（またはTOPIX）先物の日中（また

は夜間）収益率の予測値を計算することができる。さらにその収益率の予測

値の誤差も計算可能である。また現在から将来のある日までの日中（また

は夜間）収益率10）の予測値とその予測値の誤差を求めることができる。

　まず（2）式の期待収益率モデルであるVAR（1）モデルに着目して，資産の

収益率の条件付期待値を求めることにする。そこで，現時点の情報集合の

　　　　　　　　　　　　　　　一　7－　　　　　　　　　　　　　　　　　　43



下での時点t＋mの第1ファクターと第2ファクターの条件付期待収益率

を求める。まずt＋m時点での（2）式を作成し，情報集合の下で両辺の条件

付期待値をとると，t＋1時点以降の誤差項の条件付期待値はすべてゼロと

なり，その結果，t＋m時点の条件付期待収益率が得られる。

　3．1　t＋m時点の期待収益率の導出

　現時点の情報集合Ψ（＝Ψ1，，あるいはΨ2川の下での，時点t＋mの第i資

産の第元ファクターの条件付期待収益率E［硫．，。ぽ］（i，　i＝1，2，m≧1）は

それぞれ（5）式となる。

［麗：：淵一

［麗：：：淵一

監ll］・（・，・・）m［；ll：：：自　・fΨ…Lt

［自・（輪ザ［㌶］・（A，・・）M－iA，［：：：］

　　　　　　　　　　　　if　NYt＝1；r2，　t

［£］・（A・・，）m［ll：£］・（A・・，）’”A・［顯

　　　　　　　　　　　　　　if　　iP，　＝Ui，t

［㌃］・（A・Al）”t［；s：：：㍑］・fΨ一・・2・1

（5）

ここで

［ll］・［農鷺：1淵・（1・－A耐咽・ん［ll：二』f・・一・一・・，・2・

（6）

（AIA2）o≡12

12は2×2の単位行列であり，上付き添え字一1は逆行列を表す。Lt　ij（i，　j＝1，2）

は無限の将来に期待される収益率を表し，以下では無条件期待収益率とよ

ぶことにする。（証明はAppendix　Aである。）ここで，　Al．，（PzLt）を観測
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　　　　　　　　　　　〔研究・一・〕；轟蹴漂響卵㌍瀦擶よる（中川）

し，かつA2，1（♪2川をまだ観測していない時間に現時点があれば，現時点

の情報集合はΨi，tとなり，時点t＋mでの第i資産の第jファクターの期待

収益率E［硫棚1Ψ1日で表される。また，すでにA2，，（在2のを観測し，か

つあ1，，．1（thl．t．1）をまだ観測していない時間に現時点があれば，現時点の情

報集合はΨ2，，となり，時点t＋mでの第i資産の第jファクターの条件付期

待収益率E［硫襯卜μ2日で表される。この議論は以下のすべての式に共通す

るものである。

　次に，現時点の情報集合の下での時点t＋mの条件付収益率を求めるこ

とにする。この時点t＋mの収益率は（5）式で求めた時点t＋mの期待収益率

に，現時点から時点t＋mまでの期待収益率モデルのすべての誤差項を加

えたものになる。

　3．2t＋m時点の収益率の導出

　現時点の情報集合Ψ（ニIY　1．tあるいはΨ2川の下での，時点t＋mの第i

資産の第∫ファクターの条件付収益率硫棚1Ψ，（i，　」＝1，2，m≧1）はそれぞ

れ（7）式となる。ここで，（AIA2）－1≡0であり，各要素はすべてゼロであ

る。（証明はAppendix　Bである。）

　またもう一つの視点から，現時点の情報集合の下での，t＋m時点の第i

資産の条件付収益率を求める。この収益率は第ゴ資産のt＋m時点の1単位

時間の収益率（たとえば，これまでの例に従うと，第t＋mBの1日間の収益率，すなわ

ち第t＋m日の夜間収益率＋日中収益率）を意味し，これは（7）式で求めた時点

t＋mの第i資産の第元ファクターの条件付収益率をjについて合計した

収益率である。（8）式は現時点の情報集合Ψ（ニYtl．tあるいはΨ2，t）の下で

の，時点t＋mの第i資産の条件付収益率元．功1Ψ（≡冗許パΨ＋稀由叫Ψ，

iニ1，2，m≧1）である。ここで，現時点の情報集合の下での，　t＋m時点の第

i資産の条件付期待収益率E［πf棚ド問（≡冗，《．m　lΨ＋兄，，．m　1　NPt，　i＝1，2，

m≧1）を求めたいなら，情報集合Ψ（＝Yf　1，tあるいはΨ2，，）の下で，（8）式の
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［1：：：1に：］一

［li：：ll悶・

［ll：：：｝：：1一

［ll：］・・AIA・）ni［蕊1］・ξ・AIA・㌃憶：li．1：1：：］

・
ξ・AIA押A1陵：：1㍑1．：］　　　　・f輌・・

［lll］・・AIA・）・・［［ll：lll］・・AIA・ケIA1［1：：：］

・

ξ［・AIA・ビ・陰：1㍑：］・・AIA卿A1匡：：：：；1：；：：］］if－・P，…yt　，，．，

［ll：］・…Al）・・［ll：：ll：］・…糎・［lli：：］

・

ξ…A1汁・A・匡1：：ll　1：lll］・ξ…A1声匡：：：1㍑1］・fΨ’・・1・t

［ll：］・…Al）nt［1：：：：1：：］

・

ξ［・・2A・）・・一・A：，［：1：：llil：：：］・・…，・M－J’［Z’：：：ll：1：］］・f－

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7）

…A・）m
［：li］・£・1・一…⇒ll：］

・・1・＋A…AIA…［；ll：：］・ξ（（A・A・・〆・…Al）－1A・・［：1：：llll　1：：］

・

ξ・・A・A・・n・－J－IAI＋…A，）n・－J・匿：濫］　　i・一・t・・t1・t

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（8）

…A・・nt

［：1：］・ξ・1・一・・iA・－i）nt）［：1：］・・1・＋A・）（AIA・）・1－IAI［1：：：］

・

ξ（（AIA・・m－・＋…A1）m－・A・・［：1：：：‖：1：：］

・

ξ（（・・A，）m－・＋・AIA・・m－・－IAI）［lg：：：；：：：：］　　i・　・P，　＝Vt2．・

両辺の条件付期待値を求めればよい。そのとき，（8）式の右辺のすべての誤

差項はゼロとなる。
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　収益率に関する最後のものは，将来n期間の収益率を求めることであ

る。より正確には，現時点の情報集合の下で，時点t＋1から将来の時点

t＋nまでのn期間の条件付収益率を求めることである。n期間条件付収益

率の導出は（8）式のmを1から順にnまで加えることにより得られる。

　3．3n期間収益率の導出

　現時点の情報集合Ψ（＝Ψ1，∫あるいはYt2．t）の下での，第i資産の第」フ

ァクターの将来n期間の条件付収益率瓦ア，nINPt（≡Σ萄，，棚1Ψt，　i，∫＝1，2，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　m＝l
m≧1）はそれぞれ次式となる。

［箸淵一

［ξ：淵・

［裟1▲・款AIA・）m［　ll：：：lli］

・

ξ（A，・・）rn－・匡1：：：ll　ll：：：］・ξ（雄陣ん匿：：1㍑：1］］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　if　kPt　＝Vf　1，t

［裟：］・罰AIぽ1［：：：自・（・・A・）mulAl［1：：：］

・

ξ［（A・A・）・n－）［lll：：：1㍑：：：］・（賊卵古［Jlli：：二I　IV：ll］］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　if　Ψr＝Ψ2，t

［lll：］・鷲・・A・）・n［：：：三：］・（・・A1）・A，［ll：：］

・

ξ（・・A1）tn－J・・隠：ll　l：：：：］・ξ（・・A1）…匡：：1㍑1：］］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　三f　　Ψ，＝yゾ1，t

［魏：］・鮎・・A，）｛1：：：：ll：］

・

差［（…，）M－iA，［：1：：1；㍑］・幽卵膨：IJIII：：：』］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　if　Ψ，＝V2，t

（9）

ここで，現時点の情報集合の下での，第i資産の第元ファクターの将来n期
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間の条件付期待収益率ユ岡（・E［蔀．…1Ψ］，胆，2・・m・1）を

求めたいなら，情報集合Ψ（＝IU　1．tあるいはUt2，t）の下で，（9）式の両辺の

条件付期待値を求めればよい。そのとき，（9）式の右辺のすべての誤差項は

ゼロとなる。

　またもう一つの視点から，現時点の情報集合の下での，第i資産

の将来n期間の条件付収益率を求める。この収益率は（8）式で求め

た時点t＋mの第i資産の条件付収益率をm＝1からm＝nについて
合計するΣ（Zl，，．．　i　NP，＋冗，，棚1Ψ）カ・，あるいは（9）式を」について加えた収

　　　　　　　　ゴ
益率Σ瓦，．1Ψ，として導出できる。（10）式は現時点の情報集合Ψ（ニVi，t

i＝1

あるいはYt2，t）の下での，将来n期間の第i資産の条件付収益率瓦，ぽ
　　ヵ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
（≡Σ（殆．，．，n　lΨ，＋7，，・．・＋m　1　NPt）＝ΣIRii．　n　lΨ，‘，∫＝1，2，　m≧1）である。

　　m＝1

［ξ：闇

　　　　　　　　戸1

［怨：淵

・

証鋤［C12一μ12C22一μ22］一（A・A・）・n［：ll］・（1・・＋・A・）（A・A・）’n［ll：：］

・

ξ（（AIA・）m－］　＋（A・A・）’・一・A2）［ill：：：1：㍑：：：］

・

ξ（（A・A・）’・－J・（A・A・）’・一・A，）［：：：：1：㍑：：：］］　・fΨ・IPf1・t

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（10）
［禁駕場

・

か噺1［1遮］一（・，・・）m［；1：］舟刷晒隔［；）ill］

・ξ［（（AIA・）・n－・　＋（・・Al）’・一・A・）［：：：：Il　lu：：：］

・（（A・A・）m－」－1　＋（輌匡：：：：1．IV：：：］］］　　・fΨ一ll・・，t

次節では，本節で求めた様々の収益率の条件付分散を求めることにする。
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〔研究・一・〕；舗躍墨賜騨↓ジ橘擶よる（中川）

4．n期間収益率の条件付分散

　本節では，現時点までの情報に基づく，任意の資産の任意のファクターに

ついての将来の任意の時点と現在から将来の任意の時点までの収益率の分散

（ショック）を導出する。このとき，たとえば日経225とTOPD（の2株価指数

を考えた場合，GARCHモデルに基づき，将来のある日の日経225（または

TOPIX）の収益率の分散と，現在から将来のある日までの収益率の分散を計

算することができる。特に，後者の分散はオプション・プライシング（たとえ

ば，Black－Sch・1es公式）を使ったオプション価格の理論値を求めるときに必ず

必要になる。さて，（3）式の収益率のショックのモデルであるGARCH（1，1）

モデルに着目して，資産の収益率の条件付分散を求めることにする。そこ

で，まず現時点の情報集合の下でのt＋m時点での（3）式を作成し，時点

t＋mの第1ファクターと第2ファクターの収益率の条件付分散を求める。

　4．1t＋m時点のGARCHモデルの誤差項の無条件分散の導出

　現時点の情報集合NIJ，　（＝IU　1，tあるいはΨ2川の下での，時点t＋mの第i資

産の第∫ファクターの収益率のショックの条件付分散Var（葛，働1、抄（i，∫＝1，2，

m≧1）はそれぞれ（11）式となる。

［霊：：1叫［lll：1：：：：1：ε12㌣鴎

［霊：：：司lll：：：：：：：：糠㎏。B2

一 13一

if　　Ψt　＝ψ1，t

if　Ψt　＝Ψ2，，

if　　Ψ《　＝V／1，t

［；ll：：：1］・fΨ一IY・・t

　　　　　　　　（11）
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ここで

B，・

［β1】1＋γ11，　β12，＋γ12、1321，＋γ21i　β22i＋γ22・］，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（12）
［9；：H麟1：：：：：㍑］・（1・一脚鹿：］唯1：］一・・

ここで，（AIA2）－1≡0であり，各要素はすべてゼロであり，（BiB，．、）o≡12

（i＝1，2）である。σli　（i＝　1，2）は無限の将来に発生する誤差項の分散を表

し，以下では誤差項の無条件分散とよぶことにする。hll．、．1とh21．t．1は情報

集合Ψ2，tの下での（3）式の既知のデータから得られる。（証明はAppendix

Cである。）

　次に，現時点の情報集合の下での時点t＋mの収益率の条件付分散を求

めることにする。そこでまず，（7）式から（5）式を引き自乗したものが時点

t＋mの収益率の条件付分散Var侮．　t．，．1Ψ）となる11）。

　4．2　t＋m時点の収益率の条件付分散の導出

　現時点の情報集合Yf，（＝IU　1．tあるいはΨ2，，）の下での，時点t＋mの第i資

産の第」ファクターの条件付収益率Var（ny，　，　t．、1Ψ，）（i，∫＝1，2，　m≧1）はそれ

ぞれ（13）式となる。ここで，（BiB，．t）o≡12（i＝1，2）である。

　またもう一つの視点から，現時点の情報集合の下での，t＋m時点の

第i資産の収益率の条件付分散を求める。この分散は（13）式で求めた時

点t＋mの第i資産の第∫ファクターの収益率の条件付分散をjについ

て合計した分散である。（14）式は現時点の情報集合Ψ（＝IU　1，tあるいは

Ψ2，t）の下での，時点t＋mの第i資産の収益率の条件付分散Var（τ、棚1Ψ，）

（≡Var（殆，f．，n＋？12，t＋m　1　YJt），　i＝1，2，　m≧1）である。

　収益率の分散に関する最後のものは，将来n期間の収益率の条件付分散

を求めることである。n期間収益率の条件付分散の導出は（14）式のmを1

から順にnまで加えることにより得られる。
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［Var（T，．，禰1Ψ1）Var（万i，t＋m【Ψi）］・

［霊：：淵・

ξ［…A…一一・’［［9；：・・B，B…一・：1：9；1・…B・）・・B1；：：

・ξ［（（・・A・・m－・－IAI）・2　；：：：2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　if　Ψ，＝VI、t

ξ［・A，・…M－・・［［9；1　　：：：：1：：：；1

．（（A，A、F－・一・A、Pσ毛．（B、B、）・－II・an一σも．（B、B、）i－IB、　h・・t・1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　if　　Ψ＝V2，t

ξ［（（…，・m－iA，P［［：；：］・…B…－1［：1：：gi：］・…B・・j－IBI［ll：：二2］］］

・

ξ［…AI・・m－il［［2］・…B・）1［1：：：劉

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　if　　Ψ＝Vl．t

ξ［・（・・A1）・一・A・・［［：；1］・…B…一・［：1：：1：：9；：］］

・（…，・・酬・
［團・…Br）・一・［蒜］・…B，1・－1B・［；ll：：：1］］］

if　　 　Ψ∫　＝
Ψ2、t

〔研究・一・〕嬬膿鍵撃ξ鴉・雲蕩識よる（中川）

［［］　［］　［］］］

　　　　［［］・…B1）・［　］］］

［［］・・B，B…－1［　］］

［［］　［1　［］］］

（13）

［霊：1淵・

ξ［1・AIA・・一・・・…AIA控［［：；：］・・BIB・ンー1［：：：：：；1］・・BIB・・－1B1［；：：］］］

・

ξ［［（（AIA拠1）・＋…A1）一・［［：；：］・…BIY［：1：：：；：］］］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　if　w，＝Ytl．t

ξ［［（AIA・）2・m－i］＋・…A，A・醐［［9；：］・・BIB…一・［：1：：1二gi：］］

・［（（A1・ピA1・・…A・洞［［：；：］・…B1ンー1［纏：］・…Bl＞’－IB2［：、11：：：］］］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　if　　Y，＝Ψ2．　t

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（14）

4．3　n期間収益率の条件付分散の導出

現時点の情報集合Ψ（＝Ψ1，，あるいはΨ2のの下での，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－15一

第i資産の第」フ
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・ク・一の将⊇間の条件付収益率…（瓦・1蝋・V・・庖…叫

i，∫＝1，2，m≧1）はそれぞれ（15）式となる。

［霊1：：淵・

［霊：：：糊・

這［£［・Al⇒［：；1］・・BIB…－1［：1：：：；1］・・B，…，－IB，［1：：：］］1

・

，£［（（AIA・）・一・一・A・）・［［2］・・B・Bl・［ls：：：：；］］］］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　if　　Ψ’　＝Ψ1メ

義ξ［・Al⇒［：；：］・・B，B2・・［ll：：：：：：：；1］］

・（（A・A・・m－・’－IA・・2
［［2］・蹴［隠］・・B・B」f－IB2［：ll：：ll］］］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　if　Ψ《＝V2，’
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（15）
迄［ξ［・・A・Al）M－・A，）2［［：；1］・・⇒三：：9；i］・醐B1［ll：：］］］

・

ξ［（・・A，…m－i）［［：；：］・・恥）・［1：：：：劉］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　if　Ψr＝　Yf　1．t

顯・－A1・［［：；1］…IB2・・巴：：：：：91］］

噸卿・
［閲・…B・）・1［三：2］・…B1ンー1B・匡1：：：1］］］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　if　　Ψt　＝Ψ2，t

　またもう一つの視点から，現時点の情報集合の下での，第i資産の将来n

期間の収益率の条件付分散を求める。この分散は（14）式で求めた時点t＋m

の第i資産の収益率の条件付分散をm＝1からm＝nについて合計する

Σ（Var（7，IL，．，，1’抄＋Var（冗、‥1Ψ，））か，あるいは（15）式を∫について加え

アカヨ　　　　　　　　ワ

た収益率ΣVar（RパΨ，）として導出できる。（16）式は現時点の情報集合

　　　　ノヨ
Ψ（＝Ψi，tあるいはΨ2，川の下での，将来n期間の第i資産の収益率の条件付
　　　　　　　　　　　ヵ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
分散var（Ri。1Ψ’）（≡Σ（va「（7，，’・m　lΨ）＋va「（冗，’襯1Ψ））＝Σva「（瓦’”lNPt）’

　　　　　　　　　・n＝l　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　j＝1
ゴ，∫＝1，2，m≧1）である。
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［霊1㍑］一

　　　　　〔研究・一・〕掻融饗£鰺卿5野灘rよる（中川）

主［ξ［・・A・A・…m－i）・・A・…A・・m－…］［［9；：］・・B・B…一・［aal：：1；：］・・醐B1［1列］

・

暮［・・A・A・）・・m－i）・・（A・A・）”一・一’A，）2・［［2］・・B・Bl），［1：：：2］］］］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　if　　Ψ’　＝ψ1，’
顯［［（A・A…bn－i）・・A・…A・・M－…］［［9；1］・・BIB…－1［lll：：：：：9；1］］

一）・・m－）・＋（（AIA・）・・－i－IA，）2］［［2］・・⇒三：鵬］・・B・Bl）i－・B2［急1：：：：］］］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　if　　Ψ’　＝ψ2，t

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（16）

Appendices

　Appendix　A

　無条件期待収益率を定義しておく。ここで，無条件期待収益率とは現時

点の情報の下での無限に遠い将来の任意の時点の収益率の期待値を意味す

る。第i資産の第1ファクターの無条件期待収益率Ili1（i＝1，　2）を求める

ために，まず時点tの情報集合Ψ（＝ΨL，あるいはv2．t）の下でのt＋m時点

（m≧1）の収益率を（2）式から求め，両辺の条件付期待値をとり，最後に

m→。。にすると，次式のようになる。すなわち，

・il・煙E［・・i，・・m　1’・・］・Cil・剤聴E［一隅］］・・il＋Σ・、1μ、、

　　　　　　　　　　　　　　1＝1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝l

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　for　i＝1，2．　　　（a1）

同様に，第i資産の第2ファクターの無条件期待収益率は（2）式から次式

のようになる。すなわち，

・融E［Z・2…m1’Pt］・Ci・＋ξ砺・［厩E［錫刈・C・2＋ξ砺・…1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　for　i＝1，2．　　　（a2）

（a1）式と（a2）式を行列表示で書き直すと，次式となる。
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ここで

［自・A・匠：1：］・（1・　一・A・A3－，）［llll］f・・－i－・，・2・

A，・
［lllll　llill］f・・－i－…2・

（a3）

（a4）

（a3）式から第i資産の第jファクターの無条件期待収益率μi、＠，∫＝1，2）が

次式のように得られる。

［；1：］一（L－△戸［［1：：］・Ai［：：：二］］㎞訂・
（a5）

ここで，上付き添え字一1は逆行列を表す。

　次に，時点tの情報集合Ψ1．rでのt＋m時点の第1ファクターの収益率の

条件付期待値を求める。そこでまず，時点tの情報集合Ψi，tの下でのt＋m時

点の第1ファクターの収益率のすべての誤差項をWlm（≡E隔，t．m　1　Vi，t］一μ，1，

i＝1，2，m≧1）と定義する。次に，（2）式から求められるE［冗．f柵1ΨL∫］

（i＝1，2）に再帰的代入を行うと，次式のようになる。

［；ll］・［s［：ll：lll　IUI：：；：lll］一［ill］・Al［麗：ll：1｛閻一［1）1］

　　　・隠・ん閻・AIA2［芸1：：：二ll！：1十悶

　　　一A，A2［E［5ili．t＋，n＿11Ψ1，’］一μ11E［iζi，，襯＿1　iΨ「1，t］一μ21］

　　　・AIA・［：1：：1：］・（鋤認1］・（A，A・）m［1：：：：閻　（a・）

同様に，時点tの情報集合kY　2，tでのt＋m時点の第1ファクターの収益率

のすべての誤差項を琉1卿（≡E［Xli，t＋．　l　yr　2，t］一μ、1，　i＝1，2，　m≧1）と定義し

て，（2）式から求められるE［元．t．mli；’2．t］（i＝1，2）に再帰的代入を行うと，次
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式になる。

　　　［隅1卿酩1坊］・［：膓：：111u：：：；二㍑］・（AIA・）m－1［賜：ll　lv：：：；：三］

　　　　　　・（A，A・）－1咽・A1［1：：：］一［lll］］　　　（・7）

ここで，（A2A1）o≡12とし，12は2×2の単位行列を表す。（a6）式と（a7）式か

ら，時点tの情報集合Ψ，←Ψ1，tあるいはΨ2，t）の下でのt＋m時点の第1ファ

クターの収益率の条件付期待値E［殆．，．mIVi，t］（i，　」＝1，2，　m≧1）を求める

と，次式となる。

［賜ll淵一
匡仁1：震嶽＿［lll］ll：ll：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（a8）

（a8）式はまた次式で表すこともできる。

　　　　　　　　・［lll］

　　　　　　　　　・Wh）に；lll：整㌫二i］［；lllll：ll］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　if　　Ψf　＝Ψ1，t
［盟：：：：：闘・

　　　　　　　　・［；1：］・（A，A・ビ1［：；：：；ll］

　　　　　　　　　・⇒e）隠芸：61壁：引［1：：：］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　if　Ψ，ニΨ2，t
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ここで，det（一）は行列式を表し，

　　　A≡d｛i）＋dll）　－　det（AiA3．t），　Bt≡d｛i）＋d｛1）＋　det（AiAyi），

　　　C，≡－41il蝿＋d・t（A，A・－T），　D’・dfil　一・dl；）＋d・t（A・A3－t）・　　（、9）

　　　・iA3＿・・［d｛1）　dll）∂差？　d6s）］　　　　f・・i－…2・

である。同様の手続きを行うと，時点tの情報集合Ψ（＝Ψ1，∫あるいはΨ2川

の下でのt＋m時点の第2ファクターの収益率の条件付期待値E［冗，t．mlvrj，t］

（i，∫＝1，2，m≧1）を求めると，次式が得られる。

［震：：：淵・

胤1：1：：：1㌶1⇒1：：：］：：illl：：（a）

（a10）式はまた次式で表すこともできる。

［鷺：：ll闘・
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　Appendix　B

　時点tの情報集合Yf　1rtあるいはΨ2，fの下でのt＋m時点の第i資産の第∫

ファクターの収益率硫糊1Ψ（i，∫＝1，2，m≧1，Ψ＝Ψ1，，あるいはIU2，t）を

次のように定義する。

　　　　　　　　　　　　ノ　　　　　　　　　　　　　　ノヵヰ　　
　冗．・潮≡E［Z，1，・…1ΨVt］＋ΣΣB㌫局1，・・s＋ΣΣB；1誇・．　t・、　for　i＝1，2．　（b1）

　　　　　　　　　　　5＝1ノ＝1　　　　　　　　　　　　　　　　　　s＝り＝1
　　　　　　　　　　　フヵ　　　　　　　　　　　　　　ノ　　　
　磁・棚≡Eほ細1Ψ日＋ΣΣZ）㌫否｝1，’＋・＋ΣΣ1）㌫τ｝2，’・、　for　i＝1，2．　（b2）

　　　　　　　　　　　s＝1元＝1　　　　　　　　　　　　　　　　　　5＝v元＝1

ここで，

　　　　　　　1－｛：．、蒜：・・｛1㍑：Ylij

（2）式からt＋m時点の第i資産の第1ファクターの収益率殆，t．」Ψ（i＝1，2）

に（b1）式を代入すると，次式となる。

　　　　　　　　
　殆，、棚＝・Cil＋Σ㊨履，，禰．1＋E’i，　，．m

　　　　　　元＝1
　　　＝・c・1＋ξ㊨（　　　　　　　　　th－12　　　　　　　　　　　1－r　2E［12．　・・m－・　1’P・］＋ΣΣ・D認姻葛1，偏＋ΣΣ1）㌫か1冨2隔　　　　　　　　　s＝lq＝l　　　　　　　　s＝v9＝1　　）唱一

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（b3）

また（2）式からt＋m時点の第2ファクターの収益率％概1Ψ’（i＝1，2）に

（b2）式を代入すると，次式となる。

　　　　　　　 　　72，　，，m＝Ci2＋Σbヴ笏，，．m＋1’2，　，．m

　　　　　　ノ＝1

　　　－c・2・ξ陽（E［石岡・顯B誌㊤・顯β誌隔）・廷…・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（b4）

ここで，

　　　　　　　カヨ　　　　　　　　ヰ
　　　　　　　ΣB，，％＝Σ1）㍑兇一1＝O　for　j＝1，2　if　m＝1・

　　　　　　　ぷニユ　　　　　　　　　　　ゴニユ
　　　　　　　B㌫一D㌫・1f。，∫－1，2．　　　　　　　　（b5）

　　　　　　　1）Sim’m　＝bij　　for　　i，　jニ1，2・
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であり，（b5）式は初期条件である。（b1）式の各係数は（b3）式の各係数と同

じでなければならないことから，以下の基本解を得る。

麗劉・A，［silil：1：㌫：］・鍋隠：1：1｛：：：二：］・（鍋耀鶏

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　for　kニ1，2．　　（b6）

ここで，λ（：）（i，　j＝1，2，le＝1，2）は任意の定数である。次に，　k＝2かつ

∫＝〃t－1のとき，（b6）式と初期条件（b5）式から次の等式が得られる。

　　　　　　　臨：1㌫：］・・，・＝（A・A・）’n［；1：：溺1］　　（b7）

k＝2のときの（b6）式の特殊解は次式となる。

　　　　　　　　　　　［B6㌫　B｛㌫蹴BSI．］一（晒卵　　　　（b8）

　同様に，（b2）式の各係数は（b4）式の各係数と同じでなければならないこ

とから，以下の基本解を得る。

［蹴劉・畷㌃；ll］一晒隠：：：縢｛：：1二1］一（A・・，）m［2：｛：顯

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　for　k＝1，2．　　（b9）

ここで，λ（i；）（i，j＝1，2，　k＝1，2）は任意の定数である。次に，　kニ2のとき，

（b9）式と初期条件（b5）式から，次の特殊解が得られる。

　　　　　　　隠畿］一（A・Al）m－s・　　　　　（…）

　丘＝1かつ5＝mのとき，（b9）式は初期条件（b5）式から次の等式が得られ

る。

　　　　　　　［隠劉・A・・（A・・，）m［21：劉　　（…）
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k＝1のとき，（b11）式と初期条件（b5）式から，次の特殊解が得られる。

［隠鑑］・（・・A，）m－・A・・

またk＝1のとき，（b6）式の特殊解は（b12）式から導かれる。

　　　　　　　［璽1劉一（AIA・）・・－s・

（b12）

（b13）

　次に，（b1）式に（b8）式と（b13）式を，（b2）式に（b10）式と（b12）式を，代入

すると，次式のような時点tの情報集合Ψξ（ニYf　1，tあるいはYt　2，t）の下で

のt＋m時点の第i資産の第jファクターの誤差項硫概1Ψ一E［硫棚卜瑚

（i，∫＝1，2）が得られる。

　　　　　　　　　　　　ξ（・・A・）句匡1：：1㍑：：：］

　　　　　　　　　　　　　・翼賦卵匡：：漱1：］・f唱一・い
［元，t．加1　iY，　－E［殆，t襯1Ψ，］霧，，t＋mlΨrE［私，t＋m　1’Pt］］一

　　　　　　　　　　　　ξ（AIA・）m－・陰：：lilV：：：］

　　　　　　　　　　　　　・1；i（A，・・）m－・一・A・［㌻：：1；㍑：：：］・f唱一Y・・2・t

　　　　　　　　　　　　ξ紬性匡1：：1；1：1：：］

　　　　　　　　　　　　　・ξ脇匠儂：：漱：：］

［z：：：1罵：：鴛：：：當］一

　　　　　　　　　　　　ξ紬w隠：：：ilv：：：］

　　　　　　　　　　　　　・ξ納ビ・［面，．jllu・，，百副ぬ，］

if　Ψ，＝Vi，t

if　Ψf＝V2，　t

　　　　（b14）

最後に，時点tの情報集合Ψ（＝IU　1，tあるいはIU　2，t）の下でのt＋m時点

（m≧1）の第i資産の収益率の条件付期待値E［房，t．m　1　NPt］（i，∫＝1，2）を表す
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（a8）式（あるいは（a9）式）と（a10）式（あるいは（a11）式）を，（b14）式の両辺

からそれぞれを引くと時点tの情報集合Ψ（＝Ψ1．rあるいはYt　2，t）の下での

t＋m時点（m≧1）の第i資産の収益率房，，棚1Ψ（i，j＝1，　2）が得られる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Q．E．D．

　Appendix　C

　m≧1のとき，時点tの情報集合Ψ1，，あるいはΨ2，，の下でのt＋m時点の

第i資産の第∫ファクターの期待収益率モデルの誤差項の無条件分散

σIJ（i，∫＝1，　2）を以下のように定義する。ここで，期待収益率モデルの誤差

項の無条件分散とは現時点の情報の下での無限に遠い将来のある時点の期

待収益率モデルの誤差項の分散を意味する。そこで，まず第i資産の第1

ファクターの期待収益率モデルの誤差項の無条件分散σll（i＝1，　2）を求め

るために，時点tの情報集合Ψ（ニΨ1，tあるいはYt　2．t）の下でのt＋m時点

（m≧1）の期待収益率モデルの誤差項の分散を（3）式から求め，m→。。にす

ると，次式となる。

σ11≡lim　Var（εil，t．パΨ∂

t的→oa

　　　　
＝α・1＋

Σ（β・1＋γ・ 　　　　　　　　　　　　　即a「（ε；－1醐＝α・1＋呂（β・1＋・・1）・｝・・（・1）

同様に，第i資産の第2ファクターの期待収益率モデルの誤差項の無条件

分散σ12（i＝1，2）を求める。

σ12≡1im　Var（ε，i2．t＋m　1　Nlft）

　幼→oo

　　　　　
＝α，・＋

男（β・・＋・・　　　　　　　　　　　　　　卿［Va「（ε｝・・・…1XPt）］＝α・2＋Σ（β・・＋…）・；1・（・2）

（c1）式と（c2）式を行列表示して，書き直すと次式となる。

　　　　　　［：1：］・B，［：1：1：：］一（1・　一・B，B3－，）［：；：］f・・－i－1・・2・
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ここで，

B，・

［βni＋γni　β，21＋γ12，β21、＋γ21、　β22i＋γ22，］，

（c3）式から期待収益率モデルの誤差項の無条件分散は次式となる。

［劉一（1・－BIB・）一・［［：1］・Bl［la：：：］］…i－・，・2・

ここで，上付き添え字一1は逆行列を表す。

（c4）

（c5）

　次に，時点tの情報集合IU　1，tでの’ゼ時点の第1ファクターの期待収益

率モデルの誤差項の条件付分散を求める。そこでまず，時点tの情報集合

Ψ山の下でのt＋元時点の第1ファクターの収益率の誤差項の条件付分散と

無条件分散の差をG1∫（≡Var（宿，，．∫1Ψ1．，）一σ！1，　i＝1，2，∫≧1）と定義する。

次に，（3）式から求められるVar（εiLt．i　1　yfi，，）（i＝1，2）に再帰的代入を行う

と，次式になる。

［9：］・［：霊：：：二㍑：：；：自

　　一［；］・Bl［霊1：1；二：㍑1：：；H劉

　　一［：1：］・B，［：1：］・5跣膿｛墓1：：ll二：！閻一［gii］

　　一眺隠㍍㍑二：；1］－B，・・［9，：：II：］一（B，・・）・一［611］

　　・（B・B・）・－i［霊：：：1：：：：；：：；：］一（B・B・），’一’［［aal：］一［：；：］・B・［1：：：：］］

　　一（B，・・）・－i［：：1：：；］・（臥調［ll：：：］　　　　　（，6）

ここで，（B，B2）〔1≡12である。同様に，時点tの情報集合1μ2．tの下での持ブ

時点の第1ファクターの収益率の誤差項の条件付分散と無条件分散の差を

Ci　Ij（≡Var（殆，t．i　l　lu　2，t）一σk，　i＝1，2，」≧1）と定義する。次に，（3）式から求

一 25一
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められるVar（εil，t．i　1Ψ2，，）（i＝1，2）に再帰的代入を行うと，次式になる。

［91i］・隠：：：：：㍑：：；二割

　　一（BIB・）・1［9：：1］・（・1B・）」－1［霊：1：1：：：：；：911］・（B，・・）・－i［》1：：：1：9；1］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（c7）

ここで，（B2B1）o≡12であり，　hl　1，t．1とh21，t．1は情報集合Ψ2，，の下での（3）式の

既知のデータから得られる。（c6）式と（c7）式をまとめると，次式となる。

撰：：：：司lll：：：：：：：：：匡製㍗側：： Ψ，ニIUI，t

Ψ’＝IU　2．t

（c8）

同様に，時点tの情報集合Ψ（ニΨi，tあるいはΨ2川でのt＋元時点（∫≧1）の

第1ファクターと第2ファクターの期待収益率モデルの誤差項の条件付分

散を求め，まとめると次式となる。

［霊：：1司 園・（B・・，）・［ll：：：劃　　　　・f

圏・（B・B・）・一・［。al：：2］・（B・・，）・一・B・［lll：：：：］・f

Ψ撒＝Yt　1．t

Ψ’＝IPt2，　t

（c9）

Q．E．L）．

　〔注〕

1）分散の平方根をボラティリティとよぶ。

2）Merton（1976）は，将来の任意の時点の株価が対数正規分布すると仮定すれ

ば，Black　and　Scholes（1973）の公式の中では，その任意の時点の収益率のボラ

　ティリティが現時点からその時点までの収益率のボラティリティに等しくなる

　ことを証明している。
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3）GARCHモデルはGeneralized　Autoregressive　Conditional　Heteroskedasticity　Mo－

de1の略である。

4）拙稿（1993）の2変量AR（1）－GARCH（1，1）モデルは次式である。

　　　rit＝Ci十air3＿i，　t＋卜2十ε‘’，

　　　ε川Ψ。，．、～N（O，　h－，．，），εi2，，1ΨL，～N（0，i；’・．t），

　　　E［ε、、．tεij．，．、IV2，t－1］＝E［ε、2．tεii．t．slVl，，］＝0，

　　　E［εil．tεi・．，　l　lit・，　t．1］＝ρil．i2　h－1，　，h2，，，　E［εi2．・ε、1，t．i　1　V，．’］＝ρi2，　il九2，・九1，・．1

　　　ん＝αi＋βiε9－i．t＋i＿2＋ltihyi．《＋i＿2，　　　　　　　　　　　i，∫＝1，2，　s＝1，2，…．

　ここで上のril式は一見，1変量AR（1）モデルではないかのようであるが，再帰

的に代入すると，

rit＝Ci＋c3－iai＋ala2ri、t－1＋aiε3＿i、t＋2＿i＋εit，　for　iニ1，2．

　となり，まさに1変量AR（1）モデルの型になる。ここで，ε3－i．t．2－，は残差であ

　り，観測時点では既知である。

5）VAR（p）モデルはp次のベクトル自己回帰モデル（Vector　Autoregressive　Mo－

del）を表す。

6）将来的には多変量VAR（1）－GARCH（1，1）モデルの下での，将来n期間の収益

率の条件付分散を求める。

7）以下では同一市場での2種類の資産の説明を行い，2市場での同一資産の

　ケースを考える場合には，資産という言葉を市場に置き換えれば，以下の議論

　には影響しない。

8）2変量VAR（1）モデルは次式で表される。

　　　　　　　　　　［；1：］一［：1］・［謬：］［；1：1：］・［：；：］

　ここで（2）式は一見，2変量VAR（1）モデルではないかのようであるが，再帰的

　に代入すると，

　　　　　rit＝cl＋Aicj＋AiAfrit．i＋Aieij，t．2－i＋eit，　for　i＝1，2，∫ニ3－i．

　となり，まさに2変量VAR（1）モデルの型になる。ここで，　eij，t．2．，は残差であ

　り観測時点では既知である。

9）ここで，ρiLi2はモデルの簡素化のために，時間に依存しない相関係数に限定

　したが，もちろん時間依存型相関係数を想定することも可能である。その場合，

　GARCHモデルに時間依存型共分散の4式が加わることになる。

10）（1）式より時点t＋1から時点t＋mまでの第i資産の第」ファクターの収益率は
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　　となり，資産の時点t＋1と時点t＋mの価格だけで計算される。

11）　ここで，

　　　　　　　　　　　Var（寄，t＋s　1　kYt）＝（E［万，　tnn－E［万，　t・“n　l　iU3．i，t，i－2］IiU3－i，t＋i－2］）2．

である。
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